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Вступ 
Практична цінність результатів гідродина-
мічного дослідження процесів фільтрації зале-
жить від подібності створеної та реальної мо-
делей процесу фільтрації та вибору розрахун-
кової схеми пласта. У підземній гідрогазомеха-
ніці моделюють геолого-фізичні властивості 
пласта, його геометричну форму і процес вилу-
чення нафти й газу із порід. Основні поширені 
на сьогодні моделі пласта: однорідного за па-
раметрами, шарово-однорідного (включає два 
або більше пропластків з різними коефіцієнта-
ми проникності) та зонально-однорідного 
(включає зони з різними, але, але постійними 
коефіцієнтами проникності) не завжди адекват-
но описують реальні процеси, що відбуваються 
у процесі видобування нафти і газу, оскільки не 
враховують взаємовпливу характеристик про-
цесу і середовища.  
Розв'язання цих проблем ґрунтується на 
знаходженні розподілу тиску в однорідних та 
кусково-однорідних об’єктах довільної форми, 
тобто побудові розв’язків дво- чи тривимірних 
нестаціонарних задач, описаних рівняннями 
п’єзопровідності (відомими в математичній фі-
зиці як рівняння Фур’є або теплопровідності) та 
відповідними крайовими й початковими умо-
вами. Лінійні математичні моделі, побудовані у 
допущенні кусково-сталої залежності фізичних 
характеристик матеріалів від координат, не 
завжди адекватно описують реальні процеси. 
Достовірніші моделі, що враховують вплив  
тиску на коефіцієнти динамічної в’язкості, 
об’ємної пружності та проникності середовищ 
(так звану фізичну неоднорідність), приводять 
до нелінійних крайових задач математичної 
фізики, для розв’язання яких переважно засто-
совують аналітико-чисельні та чисельні методи 
[1-5]. Одним з підходів до розв'язання таких 
задач, є виділення оператора, що характеризує 
вплив нелінійності і застосування до нього іте-
раційних методів з використання дискретизації 
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області нелінійності [6, 7]. Інший, більш ефек-
тивний, шлях розв'язування стаціонарних та 
нестаціонарних задач у випадку простої нелі-
нійності (коли коефіцієнт п’єзопровідності не-
значно залежить від тиску і його можна вважа-
ти сталим) полягає у використанні перетворен-
ня Кіргофа, яке зводить нелінійне рівняння до 
лінійного [8-12]. Зокрема, в [10] для знахо-
дження розв'язків стаціонарних задач тепло-
провідності з урахуванням залежності коефіці-
єнта теплопровідності від температури пере-
творення Кірхгофа поєднано з прямим методом 
граничних елементів (МГЕ). У [11] розглянуто 
просторову нестаціонарну задачу для парале-
лепіпеда з крайовою умовою першого роду та 
залежним від температури коефіцієнтом тепло-
провідності і для визначення температурного 
поля запропоновано підходи, які грунтуються 
на спільному використанні змінної Кірхгофа, 
непрямих методів граничних (МГЕ) або при-
граничних елементів (МПГЕ), фундаменталь-
ного розв'язку нестаціонарного рівняння тепло-
провідності та покрокової зміни часу. У [12] 
розглянуто тіло, ускладнене наявністю в ньому 
локальної області з нелінійною поведінкою ма-
теріалу, та розроблено алгоритм моделювання 
розв'язку змішаної крайової задачі теплопрові-
дності, який ґрунтується на використанні фун-
даментального розв’язку рівняння Лапласа для 
необмеженого середовища, непрямих МГЕ або 
МПГЕ, перетворенні Кірхгофа та модифікова-
ному методі Ньютона розв’язання систем нелі-
нійних рівнянь. 
 
Формулювання задачі 
Розглянемо однорідний за параметрами 
пласт, змодельований опуклою двовимірною 
областю   з довільною криволінійною межею 
,z  що містить L свердловин радіусом R з кон-
турами cl  ( L,...,l 1 ). Фільтрацію (за винят-
ком випадків дроселювання чи запомповування 
в пласт гарячих теплоносіїв) розглядають як 
ізотермічний процес, приймаючи, що темпера-
тура флюїду дорівнює температурі пласта на 
глибині його залягання в надрах Землі, оскіль-
ки під час фільтрації флюїд контактує з вели-
кою масою пористого середовища і між ними 
відбувається постійний теплообмін, що спри-
чинює незначну зміну його температури. Фізи-
чні характеристики краплинних рідин, зокрема, 
їх динамічна в’язкість, об’ємна пружність та 
проникність (за тисків вище тиску насичення 
газом) залежать від тиску ),(pp x , звичай-
но, збільшуючись у випадку його зростання,  
що може бути враховано експоненціальними  
залежностями в разі значних його змін (до  
100 МПа)  
)pp(a
e)p( 

 0 , 
)pp(a** e)p(   0 , 
)kpp(kaek)p(k  0 ,   (1) 
або у вужчих інтервалах зміни тиску їх набли-
женими аналогами (лінійними рівняннями, 
одержаним після розкладу в ряди (1) та утри-
мання перших двох членів розкладу) 
 )pp(a)p(   10 , 
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lе 0 , 
*
0 , 0k   коефіцієнти динамічної 
в’язкості, об’ємної пружності та проникності 
відповідно за тиску p , p , kp ;  
a , a , ka   експериментальні коефіцієн-
ти, що залежить від складу рідин (п’єзокоефі-
цієнти в’язкості, об’ємної пружності, проник-
ності) [13]. 
Залежності коефіцієнтів динамічної в’язко-
сті рідини  , пружної ємності насиченого пла-
ста *  та проникності k (1), (2) запишемо в за-
гальному вигляді як неперервні функції від шу-
каного тиску ),(pp x , тобто  
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L
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
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перетворень Кірхгофа для знаходження змінної 
Кірхгофа ),x(   замість (3)-(9) одержимо  
задачу: 
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Здійснивши припущенні, що коефіцієнт 
п’єзопровідності )p(  пласта незначно зале-
жить від шуканої функції і його можна прийня-
ти постійним і рівним 0 , рівняння (10) значно 
спрощується: 
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задача (12)-(15) стає лінійною, що дозволяє ви-
користати методику, розроблену в [5], тут 
00
0
0 

k
.  
 
Побудова інтегральних зображень 
розв’язку задачі непрямим методом пригра-
ничних елементів 
Згідно з основними положеннями непря-
мого методу приграничних елементів (НМПГЕ) 
[5] у зовнішній приграничній до   багатозв’яз-
ній області l
L
lz GGG 1  введемо невідомі 
функції ),x(  , які описують розподіл невідо-
мих фіктивних джерел тиску. Після розширен-
ня області визначення функції ),(  x  на всю 
площину R2, рівняння (16) перепишемо у ви-
гляді  
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4
0
44 оооF 

  d)(dG),(),,,x(),,x(
G
,(20) 
 ),,x(b  )(d)(),,,x( p
p
оо0о 0 

 , (21) 
},{ QU , 0 p , 0   багато-
зв’язна область продовженої початкової умови 
[5], в якій початковий тиск лінійно спадає від 
значення на межі   до нульового. Зауважимо, 
що 0  та G не повинні співпадати, хоч і мо-
жуть.  
Спрямувавши в (18), (19) x з середини об-
ласті   до межі   для задоволення умов (13), 
(14), одержимо граничні інтегральні рівняння 
(ГІР), які зв’язують невідомі ),( 4о   з відо-
мими )( о0  та заданими функціями ),x(z  , 
),x(l  , ),x(ql  : 
)U,,x(b),x()U,,x( z  F  або 
TF  z),x(),Q,,x(b)Q,,x(  , (22) 
)U,,x(b),x()U,,x( l  F  або 
),Q,,x(b
R
),x(q
)Q,,x( l 


 
2
F
 
,),x( cl T  Ll ,..1 .              (23) 
 
Побудова дискретно-континуальної мо-
делі 
Оскільки виконати аналітичне інтегру-
вання у рівняннях (22), (23) для прикладних 
задач внаслідок довільності області   практи-
чно неможливо, здійснимо просторово-часову 
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дискретизацію за допомогою таких кроків. Об-
ласті G,   та 0  розіб’ємо відповідно на кри-
волінійні елементи другого порядку з вісьмома 
вузлами, що не перетинаються, vG  
),...,1( Vv  , q  ),...,1( Qq  , q0  ),...,1( 0Qq  , 
причому 


L
l
lz VVV
1
. Часовий промінь T 
дискретизуємо на однакові інтервали Tk=[k-1, 
k] (k=1,2,..., 0=0)  і в межах кожного Tk 
(k= ,,...,1 K  K>1) функції ),(  xv , які описують 
розподіл фіктивних джерел тиску в межах еле-
ментів vG , апроксимуємо постійними 
k
vd . 
Дискретно-континуальну модель побудуємо 
для покрокової часової схеми – схеми послідо-
вності початкових умов (СППУ). Кожний крок 
за часом Tk  розглянемо як нову задачу, тобто 
уведемо локальний час   )k(~ 1  (   – 
величина часового приросту) і обчислені в кін-
ці (k-1)-го часового інтервалу значення 
))k(,x(  1  у внутрішніх точках використа-
но як початкові для наступного k-го кроку. 
Оператори ),,x( F  (20) та ),,x(b   (21) 
після просторово-часової дискретизації для K -
го кроку (   K)K( 1 ,   ~0 ) 
отримаємо у вигляді  
 

 

0
1
0 оо0о
QQ
q pq
pq
)K(K ),(d)(),,~,x(),~,x(b   
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 x,k 1 , а в 0  лінійно спадає від значення 
на межі   до нульового;  
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dz
z
z
E 



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)exp(
)(1  – інтегро-показникова 
функція. 
Для задоволення граничних умов викорис-
таємо колокаційну методику. Точки колокації 
виберемо у кінцевий момент часу   у середи-
ні кожного граничного елемента V,...,w,w 1  
( cl
L
lzw  1 ). ГІР (22), (23) після прос-
торово-часової дискретизації для K -го кроку 
записано у вигляді СЛАР: 


V
v
K
v
w
v d)U,,x(A
1

)U,,x(b),x( wKwz    або 



V
v
K
v
w
v d)Q,,x(A
1
 )Q,,x(b
wK  ,  
zw
wx  , zV,...,w 1 ,            (24) 
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K
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w
v d)U,,x(A
1

)U,,x(b),x( wKwl    або 


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 R
),x(q
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w
l
V
v
K
v
w
v 

  21
)Q,,(b wK  x , clw
wx  ,  
V,...,Vw z 1 .                    (25) 
Для постійного кроку за часом матрицю 
системи (24), (25) обчислено один раз і збере-
жено у пам’яті комп’ютера. Знайшовши з (24), 
(25) невідомі Kvd , використаємо вирази, анало-
гічні (18), для обчислення змінної Кірхгофа у 
вузлах, що описують внутрішні елементи 
q , в момент часу   [14]: 
 

V
v
K
v
qs
v
qs)K( d)U,,x(A),x(
1

 
)U,,x(b qsK  , q
qsx  , s=1,…,8.  (26) 
Знайдені за формулою (26) величини вико-
ристовуємо у (20) для формування правої час-
тини матриці СЛАР на наступних часових кро-
ках, а за допомогою оберненого перетворення 
Кірхгофа (11) знайдемо шукані величини (тиск 
і дебіт): 
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Для обчислення інтегралів 
)U,,x(A wv  , ),,( 
  UA qsv x  використано 
апроксимацію функції )(1 zE [14]. Далі чисель-
но знайдено інтеграли по приграничних та вну-
трішніх елементах, тобто відображено їх на 
квадрат зі стороною 2 [10, 14], оскільки вико-
ристання НМПГЕ дозволяє досягнути уніфіка-
ції програмного забезпечення [15]: при інтегру-
ванні і по приграничних, і по внутрішніх еле-
ментах (в обох випадках – по криволінійних 
чотирикутниках) використано однакові якобіа-
ни переходу до нових змінних та інтерполяцій-
ні функції. На останньому етапі до отриманих 
інтегралів застосовано формули чисельного 
інтегрування Гауса [10]. 
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Числові дослідження 
Числові дослідження проведено для облас-
ті  , вибраної у вигляді еліпса з півосями 
a=200м, b=150 м, центри свердловин радіусами 
R=0.1 м мали координати: ),x( )l( 01 , 3L , 
011 
)(x , 15021 
)(x , 15031 
)(x . Зовнішню 
межу рівномірно розбивали на 16 граничних 
елементів, а контури свердловин – на два, на 
кожному з них будували по приграничному 
елементу товщиною zh  (для зовнішнього кон-
туру) та wh  (для свердловин), тобто СЛАР (24), 
(25) складалась з 18 (у випадку однієї свердло-
вини) або 22 (у випадку трьох свердловин) рів-
нянь. Область продовженої початкової умови 
0  вибирали багатозв’язною 
0100 l
L
lz    товщиною 0zh  на зовнішній 
межі та товщиною 0wh  на контурі свердловин. 
Кількість внутрішніх елементів, на які дискети-
зували області   та 100  ,z  дорівнювала від-
повідно 32 та 16, 2 (зрозуміло, що вона ніяк не 
впливала на розмірність матриці, оскільки інте-
грал від початкової умови входить у праву час-
тину вказаної СЛАР).  
Розглянуто експоненціальну та лінійну за-
лежності коефіцієнта гідропровідності від тис-
ку. Використовуючи (1), (2), маємо: 
)
)),((
exp()( 0
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Тоді для прямого перетворення Кірхгофа, 
застосованого до початкової умови та гранич-
ної умови першого роду, одержано вирази 
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Досліджено чотири варіанти граничних 
умов: 
1) зовнішній контур непроникний, відомий 
дебіт свердловин, тобто задані граничні умови 
(6), (8); 
2) зовнішній контур непроникний, відомий 
тиск на межі свердловин – умови (6), (7); 
3) відомі тиск на зовнішньому контурі та 
дебіт свердловин – умови (5), (8); 
4) відомі тиски на зовнішньому контурі та 
на межах свердловин – умови (5), (7). 
У першому і третьому варіантах дебіт  
задавали залежним від часу  
2
0 846000010x /))(k.Q()(Q),(q lll    м
3/c, 
у другому і четвертому тиск на межі свердло-
вини теж:  
84600/)10)(1.0()(),( 60  kPPp lll x Па, 
при цьому  
3001 Q м
3/добу = 0,000347 м3/c; 
 0302 QQ 28 м
3/добу = 3103240 .  м3/c; 
6
01 1016 P Па; 
6
0302 1019  PP Па 
у випадку врахування залежності коефіцієнта 
гідропровідності від тиску за формулою (28) та  
6
01 1090 P Па; 
6
0302 1095  PP Па 
у випадку використання формули (27).  
У третьому і четвертому варіантах на зов-
нішньому контурі задавали постійний тиск 
61020  zz P),x(p  Па або 
610100 zP   Па 
відповідно враховуючи залежності (28) та (27). 
У першому і третьому варіантах початко-
вий розподіл тиску у пласті вибирали постій-
ним ( zP)x(p 0 ), а у другому й четвертому з 
урахуванням узгодженості початкової та гра-
ничних умов моделювали у вигляді функцій:  
у випадку однієї свердловини; 
)rR(
)rr))((PP(
P)x(p
el
elz
z 


1
0 ; 
у випадку трьох, 
















,xxa,axxP
,/axx,xx/a
,
)rR(
)rr))((PP(
P
,Rx/a,/axR,P
)x(p
)()(
,
)()(
el
el
3
1
2
102
3
1
2
1
102
02
01
0
22
22

 
де elrr,   відстані в полярних координатах до 
точки x та до відповідної їй на зовнішній межі 
еліпса. 
Фізичні характеристики пласта вибирали 
такими [13]:  
k= 1310108.1  м2; 3102  Па  с; 
10* 1067.3   Па 1 ; h=18м, 
а характеристичний тиск відповідно враховую-
чи залежності (28) та (27) –  
hp
61015  Па або 61080  Па. 
Часовий інтервал }:{ 84600000T   с  
(10 діб) рівномірно розбивали на 10 проміжків, 
крок за часом вибирали постійним 84600 с. 
Одиниці вимірювання всіх величин вибрані в 
системі СІ. 
Оскільки похибки, що виникають під час 
застосування непрямого методу приграничних 
елементів, зумовленi тільки процедурами апро-
ксимацiї, дискретизацiї та числового iнтегру-
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вання, спочатку досліджували точність задово-
лення граничних умов на зовнішній межі та на 
контурах свердловин в різні моменти часу. На 
рис. 1 зображено абсолютну похибку задово-
лення граничних умов в момент часу 
84600 с, внаслідок симетрії задачі резуль-
тати подані на першій чверті зовнішньої межі 
та на половині єдиної центральної свердловини 
для четвертого варіанту задання граничних 
умов, при цьому 150  zz hh , 0100 .hh ww  . 
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Рисунок 1 – Точність задоволення  
граничних умов на зовнішньому контурі  
та на межі свердловини (  =0.1) 
 
Відзначимо, що у точках колокації похибка 
відсутня, а найбільша спостерігається з набли-
женням до кінців граничних елементів. Усере-
дині області похибки будуть меншими внаслі-
док виконання принципу максимуму. На  
рис. 2 і 3 подано отриманий непрямим методом 
приграничних елементів розподіл тиску в плас-
ті з центральною свердловиною з урахуванням 
залежностей (27) та (28) для другого варіанту 
задання граничних умов, а на рис. 4 і 5 показа-
но вплив ще двох свердловин, при цьому 
170  zz hh , 0100 .hh ww  .  
Досліджено вплив коефіцієнта   на зміну 
тиску у внутрішніх точках пласта, частина ре-
зультатів з урахуванням лінійної залежності 
коефіцієнта гідропровідності від тиску для дру-
гого варіанту задання граничних умов подана 
на рис. 6. 
Як бачимо, зростання коефіцієнта гідро-
провідності пласта спричиняє підвищення тис-
ку у внутрішніх точках пласта. 
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Рисунок 2 – Розподіл тиску в пласті з центральною свердловиною у різні моменти часу:  
2 доби (а), 7 діб (б) з урахуванням експоненційної залежності коефіцієнта гідропровідності  
від тиску (  =0.1) 
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Здійснено програмну реалізацію запропо-
нованого чисельно-аналітичного підходу з ви-
користанням системи MATLAB та проведено 
низку досліджень впливу фізичних та часових 
параметрів на розподіл тиску у пласті. Обчис-
лювальні експерименти підтвердили необхід-
ність урахування залежностей коефіцієнта гід-
ропровідності від тиску, оскільки відносна по-
хибка величин тиску, отриманих з урахуванням 
цих залежностей і без них, сягає 8-10% і не 
зменшується з часом. 
Розроблена методика може бути легко 
розширена для розгляду кусково-однорідних 
середовищ із залежними від тиску фізичними 
параметрами, що ми і плануємо здійснити в 
наступних дослідженнях. 
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Рисунок 3 – Розподіл тиску в пласті з центральною свердловиною у різні моменти часу:  
2 доби (а), 7 діб (б) з урахуванням лінійної залежності коефіцієнта гідропровідності  
від тиску (  =0.1) 
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Рисунок 4 – Розподіл тиску в пласті з трьома свердловинами у різні моменти часу:  
2 доби (а), 7 діб (б) з урахуванням експоненційної залежності коефіцієнта гідропровідності  
від тиску (  =0.1) 
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Рисунок 5 – Розподіл тиску в пласті з трьома свердловинами у різні моменти часу:  
2 доби (а), 7 діб (б) з урахуванням лінійної залежності коефіцієнта гідропровідності  
від тиску (  =0.1) 
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Рисунок 6 – Вплив коефіцієнта   на тиск у внутрішніх точках пласта (вздовж лінії x2=0)  
у момент часу 2 доби з урахуванням лінійної залежності коефіцієнта гідропровідності  
від тиску 
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